TEORIA ELEMENTAL DE NUMEROS

DAVID M. BURTON, TRADUCIDO POR PAUL A. LOOMIS

7.2 La funcién ¢ de Euler

Este capitulo trata de esta parte de la teoria que surge del resultado conocido
como la Generalizacion de Euler del Teorema de Fermat. En una palabra, Euler
extendio el teorema de Fermat, que se refiere a las congruencias con moédulos
primos, a modulos arbitrarios. Mientras lo hacia, introdujo una funciéon niimero-
teorica importante, descrita en la Definicion 7.1.

Definicién 7.1. Para n > 1, sea ¢(n) denotar el niimero de enteros positivos que
no exceden n y que sean coprimos con n.

Como ilustracién de la definicién, encontramos que ¢(30) = 8; como, entre
los enteros positivos que no exceden 30, hay ocho que son coprimos con 39; es-
pecificamente,

1,7,11,13,17,19, 23,29

De manera similar, para los primeros enteros positivos, el lector puede comprobar
que

6(1) = 1,6(2) = 1,6(3) = 2.6(4) = 2,9(5) = 4,
¢(6) = 2,¢(7) =6, ...

Nota que ¢(1) = 1, como mcd(1,1) = 1. En el evento n > 1, entonces
mecd(n,n) = n # 1, de modo que se puede caracterizar ¢(n) como el numero
de enteros menor que n y coprimo a n. La funcién ¢(n) generalmente se llama la
funcion phi de Euler (a veces, el indicador o tociente) por su creador; sin embargo,
la notacién funcional ¢(n) se atribuye a Gauss.

Si n es un numero primo, entonces cada entero menor que n es coprimo con ello;
de donde ¢(n) = n — 1. Por otro lado, si n > 1 es compuesto, entonces n tiene
un divisor d tal que 1 < d < n. Resulta que hay por lo menos dos enteros entre
1,2,3,...,n que no son coprimos con n; a saber, d y n mismo. Como resultado,
¢(n) < n — 2. Esto demuestre que para n > 1,

o(n)=n-—1 si y solo si n es primo

Theorem 7.1. Si p es un primo y k& > 0, entonces

o(p") =p" —p" ' =) (1 — l)
p

1
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Demostracién. Claramente, mcd(n, p¥) = 1 si y solo si p { n. Hay p*~! enteros
entre 1 y p* divisibles por p; a saber,

p,2p,3p, .., (" "p
Entonces, el conjunto {1,2,..., p* } contiene exactamente p* —p*~! enteros que son

coprimos con p¥, de modo que por la definicién de la funcién phi, ¢(p*) = p*—pt=1L.

Por ejemplo, tenemos
$(9) =¢(3°) =3 -3=6

los seis enteros menor de y coprimo con 9 siendo 1,2,4,5,7,8. Para dar una
segunda ilustracion, hay 8 enteros que son menor que 16 y coprimo con ello; son
1,3,5,7,9,11,13,15. El Teorema 7.1 produce el mismo conteo:

P(16) = ¢p(2*) =2 -2 =16 -8 =38

Ahora sabemos como evaluar la funcién phi para potencias de primos, y nuestro
es obtener una férmula para ¢(n) basada en la factorizaciéon de n como un producto
de primos. El eslabon perdido en la cadena es obvio: demostrar que ¢ es una
funcién multiplicativa. Allanamos el camino con un lema facil.

Lema. Dado enteros a, b, ¢, med(a, be) = 1 siy solo si med(a,b) = 1y med(a,c) =
1.

Demostracién. Primero supongamos que mcd(a,bc) = 1, y pongamos d =
mcd(a, b). Entonces d|ay d|b, de donde d|a y d|be. Esto implica que med(a, be) > d,
lo que obliga d = 1. Un razonamiento similar da lugar a la afirmacién med(a, ¢) =
1.

Para la otra direccién, tome med(a, b) = 1 = med(a, ¢) y suponer que med(a, be) =
d; > 1. Entonces d; debe tener un divisor primo p. Como d;|be, resulta que p|be;
en consecuencia, p|b o ple. Si p|b, entonces (en virtud del hecho que p|a) tenemos
med(a,b) > p, una contradiccién. Del mismo modo, la condicién plc lleva a la
conclusion igualmente falsa que med(a,c) = p. Entonces, d; = 1 y el lema queda
demostrado.

Teorema 7.2. La funcién ¢ es una funcién multiplicativa.

Demostracién. Es requerido demostrar que ¢(mn) = ¢(m)¢p(n), siempre que m
y n no tienen factores en comin. Como ¢(1) = 1, el resultado obviamente es cierto
si 0 m o n es igual a 1. Ordena los nimeros enteros del 1 al mn en m columnas
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de n elementos cada una, de la siguiente manera:

1 2 r m
m+1 m + 2 m-+r 2m
2m + 1 2m + 2 2m +r 3m

(n—1m+1 (n—1)m+2 (n—1)m+r nm

Sabemos que ¢(mn) es igual al nimero de entradas en esta matriz que son coprimos
con mn; en virtud del lema, este es el mismo del nimero de enteros que son
coprimos con ambos m y n.

Antes de entrar en los detalles, vale la pena comentar las tacticas a adoptar:
como med(gm + r,m) = med(r, m), los nimeros en la columna r son coprimos
con m si y solo si 7 mismo es coprimo con m. Por lo tanto, solo ¢(m) columnas
contienen enteros coprimos con m, y cada entrada en la columna serd coprimo
con m. El problema es mostrar que en cada una de estas ¢(m) columnas hay
exactamente ¢(n) enteros que son coprimos con n; porque entonces por completo
habria ¢(m)¢(n) nimeros en la tabla que son coprimos con ambos m y n.

Ahora, las entradas en la columna r (en donde se supone que med(r,m) = 1)
son

rmA4r2m+r,... (n—1)m+r
Hay n enteros en esta sucesién y no hay dos que son congruentes modulo n. De
hecho, si
km+r=jm+r (modn)

con 0 < k < j < n, resultaria que kn = jm (mod n). Como mecd(m,n) = 1, po-
driamos cancelar m de ambos lados de la congruencia para llegar a la contradiccion
k =7 (mod n). Entonces, los nimeros en la columna r son congruentes médulo n
a0,1,2,...,n— 1 en algin orden. Pero si s =¢ (mod n), entonces med(s,n) =1
si y solo si med(t,n) = 1. La implicacién es que la columna r contiene tantos
enteros coprimos con n como el conjunto {0,1,2,...,n—1}, a saber, ¢(n) enteros.
Por lo tanto, el nimero total de entradas en el matriz que son coprimos con ambos
my nes ¢(m)p(n). Esto completa la demostracién del teorema.

Con estos preliminares en la mano, ahora podemos demostrar el Teorema 7.3.

Teorema 7.3. Si el entero n > 1 tiene la factorizacién en primos n = p'fl p§2 el
entonces

p(n) = (pi* —pP ) (ph —ph 7Yy (= pi )

() (-2) 0
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Demostracion. Pretendemos utilizar la inducciéon en r, el nimero de factores
primos distintos de n. Por el Teorema 7.1, el resultado es cierto para r = 1.
Supongamos que es cierto para r = i. Como

Ky
med(py'p5? -+, pi ) = 1
la definicién de una funcién multiplicativa da

¢ ((p'flp? ) fff) = ¢ () o ( fff)

k k; k; kip1—1
=6 (o o) (v —pin )
Invocando el hipétesis de induccion, el primer factor en el lado derecho se convierte
en
ki, k ki k ki—1\ (. k ko—1 k; ki—1
o (pi'ps? o) = (P — oY) (052 — ) - (B — )
y esto sirve para completar el paso de induccion y con esto la demostracion.

Ejemplo 7.1. Calculemos el valor ¢(360), por ejemplo. La descomposicién en
potencias de primos de 360 es 23 - 3% -5, y el Teorema 7.3 nos dice que

6(360) = 360 (1 - %) (1 _ é) (1 B %)

1 2 4

—360. - 2. Z =96
2 3 5

El lector atento se habré dado cuenta que, salvo ¢(1) y ¢(2), los valores de ¢(n)

en nuestros ejemplos siempre son pares. Esto no es un accidente, como muestra el

siguiente teorema.
Teorema 7.4. Para n > 2, ¢(n) es un entero par.

Demostracion. Primero, supongamos que n es una potencia de 2, digamos n =
2% con k > 2. Por el Teorema 7.3,

B(n) = 4(2) = 2¢ <1 - %) e

un entero par. Si n no resulta ser una potencia de 2, entonces es divisible por
un primo impar p; por lo tanto podemos escribir n como n = p*m, en donde
k > 1y med(p®,m) = 1. Explotando la naturaleza multiplicativa de la funcién ¢,
obtenemos

¢(n) = o(p*)p(m) = p*~'(p — 1)p(m)

lo cual nuevamente es par porque 2|p — 1.

Podemos establecer el teorema de Euclides sobre la infinitud de los primos en la
siguiente manera nueva. Como antes, supongamos que solo hay un nimero finito
de primos. Los llamamos p1,po, ..., p,. v consideramos el entero n = pips - - - py.
Arguamos que si 1 < a < n, entonces med(a,n) # 1. El Teorema Fundamental



TEORIA ELEMENTAL DE NUMEROS 5

de Aritmética nos dice que a tiene un divisor primo q. Como pq, pa, dots, p, son
los tnicos primos, g debe ser uno de esos p;, de donde g|n; en otras palabras,
med(a,n) > ¢g. La implicacién de todo esto es que ¢(n) = 1, que claramente es
imposible por el Teorema 7.4.

PROBLEMAS 7.2
1. Caleular ¢(1001), $(5040), v ¢(36000).
2. Verificar que la igualdad ¢(n) = ¢(n+1) = ¢(n+2) es cierto cuando n = 5186.

3. Demostrar que los enteros m = 3¥-568 y n = 3¥-638, en donde k > 0, satisfacen
simultaneamente

T(m)=7(n),  o(m)=an), vy ¢(m)=e¢(n)

4. Establecer cada una de las siguientes afirmaciones:
(a) Si n es un entero impar, entonces ¢(2n) = ¢(n).
(b) Si n es un entero par, entonces ¢(2n) = 2¢(n).
(c) (3n) = 3¢(n) siy solo si 3|n.
(d) ¢(3n) =2¢(n) siy solo si 3 1tn.
(e) ¢(n) =n/2 siy solo si n = 2* por algtin k > 1.
[Consejo: Escribir n = 2N en donde N es impar, y usar la condicién
¢(n) = n/2 para demostrar que N = 1.]

5. Demostrar que la ecuacién ¢(n) = ¢(n + 2) es satisfecha por n = 2(2p — 1)
siempre cuando p y 2p — 1 ambos son primos impares.

6. Demostrar que hay infinitos enteros n para que ¢(n) es un cuadrado perfecto.
[Consejo: Considerar los enteros n = 22**! para k = 1,2,... ]

7. Verificar el siguiente:
(a) Para cualquier entero positivo n, 3/n < ¢(n) <n
[Consejo: Escribir n = 2kop k -+ - pFr de modo que
p(n) = 2ko—1ph=1 .. p,’f’” 1(101 —1)---(p, — 1). Ahora usar las desigualdades
p—1>pyk—3 1>k 5 para obtener phi(n) > 2’“0’110]{:1/2 . ~plfr/2.]
(b) Si el entero n > 1 tiene r factores primos distintos, entonces ¢(n) > n/2".
(¢) Sin > 1 es un nimero compuesto, entonces ¢(n) < n — +/n.
[Consejo: Sea p el divisor primo més pequenio de n, de modo que p < y/n.
Entonces ¢(n) < n(l —1/p).

8. Demostrar que si el entero n tiene r factores primos distintos, entonces 2"|¢(n).

9. Demostrar el siguiente:
(a) Si ny n+ 2 son un par de primos gemelos, entonces ¢(n + 2) = ¢(n) + 2;
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esto también es cierto para n = 12, 14, y 20.
(b) Sipy 2p+ 1 ambos son primos impares, entonces n = 4p satisface
p(n+2) = ¢(n) + 2.

10. Si cada primo que divide a n también divide a m, establecer que
d(nm) = np(m); en particular, ¢(n?) = n¢(n) para cada entero positivo n.

11. (a) Si ¢(n)|n — 1, demostrar que n es un entero libre de cuadrados.
[Consejo: Suponer que n tiene la factorizacién en primos n = p’fl pé” ceph
en donde k; > 2. Entonces p;|é(n), de donde pi|n — 1, que nos lleva a una
contradiccion. |
(b) Demostrar que si n = 2% 0 2837, con k y j enteros positivos, entonces ¢(n)|n.

12. Sin = p’f1p§2 e pfr, derivar las siguientes desigualdades:
(a) o(n)p(n) >n*(1—1/p})(1 = 1/p3) --- (1 —=1/p}).
(b) 7(n)p(n) > n.
[Consejo: Demostrar que 7(n)¢(n) > 2" -n(1/2)".]

13. Suponiendo que d|n, demostrar que ¢(d)|p(n).
[Consejo: Trabajar con las factorizaciones en primos de d y n.]

14. Obtener las siguientes dos generalizaciones del Teorema 7.2:
(a) Para enteros positivos m y n, en donde d = med(m,n),

8(m)o(n) = omm) 2D

(b) Para enteros positivos m y n,

¢(m)¢(n) = ¢(med(m, n))¢(mem(m, n))

15. Demostrar lo siguiente:
(a) Hay infinitos enteros n para que ¢(n) = n/3.
[Consejo: Considerar n = 2¥37, en donde k y j son enteros positivos.]
(b) No hay enteros n para que ¢(n) = n/4.

16. Demostrar que la Conjectura de Goldbach implica que para cada entero par
2n existen enteros ny y ng con ¢(ny) + ¢(ng) = 2n.

17. Dado un entero positivo k, demostrar lo siguiente:
(a) Hay como méaximo un numero finito de enteros n para que ¢(n) = k.
(b) Si la ecuacién ¢(n) = k tiene una solucién unica, digamos n = ng, entonces
4’”0.
Una conjetura famosa de R.D. Carmichael (1906) es que no hay un k para que
la ecuacién ¢(n) = k tiene precisamente una solucién; ha sido demostrado que
cualquier contraejemplo debe exceder 1010000000,
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18. Hallar todas las soluciones de ¢(n) = 16 y ¢(n) = 24.
[Consejo: Sin = phph2...pkr satisface ¢(n) = k, entonces n = [k/ [[(p;—1)] T pi-
Entonces se puede determinar los enteros d; = p; = 1 por las condiciones
(1) di|k, (2) d; + 1 es primo, y (3) k/ ][] d; contiene ningin factor primo que no
es en [[pi]

19. (a) Demostrar que la ecuacién ¢(n) = 2p, en donde p es un nimero primo y
2p 4+ 1 es compuesto, no es soluble.
(b) Demostrar que no hay solucién a la ecuacién ¢(n) = 14, y que 14 es el
minimo (positivo) entero par con esta propiedad.

20. Si p es un primo y k > 2, demostrar que ¢(¢(p*)) = p*2é((p — 1)?).

21. Verificar que ¢(n)o(n) es un cuadrado perfecto cuando n = 63457 = 23-31-89.



