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3.2 La Criba de Eratdstenes

Dado un entero particular, ;cémo podemos determinar si es primo o compuesto?,
y en el ultimo caso, jcémo podemos realmente encontrar un divisor no trivial? El
enfoque mas obvio consiste en dividir sucesivamente el entero en cuestién por cada
de los ntiimeros que le preceden; si ninguno de ellos (excepto 1) sirve como divisor,
entonces el nimero debe ser primo. Aunque este método es muy simple describir,
no puede considerarse 1til en la practica. Incluso si uno no se deja intimidar por
calculos grandes, la cantidad de tiempo y esfuerzo requerido puede ser prohibitiva.

Hay una propiedad de los niimeros compuestos que nos permite reducir mate-
rialmente los cédlculos requeridos - pero todavia el proceso sigue siendo duro. Si
un entero a > 1 es compuesto, entonces se puede escribirlo como a = be, en donde
l1<b<ayl<c<a. Suponiendo que b < ¢, obtenemos b*> < be = a, y entonces
b < /a. Como b > 1, el Teorema 3.2 asegura que b tiene por lo menos un factor
primo p. Entonces p < b < y/a; ademds, como p|b y bla, resulta que p|a. El punto
es simplemente este: un niimero compuesto siempre poseera un divisor primo p
que satisface p < 1/a.

Al probar la primalidad de un entero particular a > 1, entonces es suficiente
dividir a por los primos que no exceda y/a (suponiendo, por supuesto, la disponi-
bilidad de una lista de los primos hasta /a). Esto se puede clarificar al con-
siderar el entero @ = 509. Ya que 22 < /509 < 23, solo necesitamos probar
los primos que no son mayor que 22 como divisores posibles; es decir, los primos
2,3,5,7,11,13,17,19. Al dividir 509 por cada uno de estos, en su turno, encon-
tramos que ninguno sirve como divisor de 509. La conclusion es que 509 debe ser
un nimero primo.

Ejemplo 3.1. La técnica precedente provee un medio practico para determinar
la forma candnica de un entero, digamos a = 2093. Como 45 < /2093 < 46,
es suficiente examinar los primos 2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31,37,41,43. Por
prueba, el primero de estos para dividir a 2093 es 7, y 2093 = 7-299. Con respecto
al entero 299, los siete primos menor que 18 (nota que 17 < V299 < 18) son
2,3,5,7,11,13,17. El primer divisor primo de 299 es 13, y realizando la divisién
requerida, obtenemos 299 = 13 - 23. Pero el propio 23 es primo, y entonces 2093
tiene exactamente tres factores primos, 7, 13, y 23:

2093 ="7-11-23
1
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Otro matematico griego cuyo trabajo en la teoria de nimeros queda significante
es Eratostenes de Cirene (276-194 a.C). Aunque la posteridad lo recuerda prin-
cipalmente como el director de la mundialmente famosa biblioteca de Alejandria,
estaba dotado en todas las ramas de saber, si no en primer lugar en alguna; en su
época, lo apodaron “Beta” porque, segiin se decia, ocupaba al menos el segundo
puesto en todos los campos. Quizéas la hazana mas impresionante de Eratdstenes
fue su medicién precisa de la circunferencia de la Tierra mediante una aplicacion
simple de la geometria euclideana.

Hemos visto que si un entero a > 1 no es divisible por ningin primo p < +/a,
entonces a es necesariamente un primo. Eratodstenes utilizo este hecho como base
de una técnica inteligente, llamada la Criba de Eratostenes, para encontrar todos
los primos menor que un entero dado n. El esquema requiere anotar los enteros
del 2 al n en su orden natural y luego eliminar sistematicamente todos los niimeros
compuestos por tachar todos los multiples 2p, 3p, 4p, 5p, ... de los primos p < /n.
Los enteros que quedan en la lista - los que no caen por la “criba” - son primos.

Para ver un ejemplo de como este funciona, supongamos que queremos hallar
todos los primos que no exceden 100. Consideramos la sucesion de enteros con-
secutivos 2,3,4,...,100. Reconociendo que 2 es un primo, comenzamos tachando
todos los enteros pares de nuestra lista, excepto el 2. El primero de los enteros
restantes es 3, que debe ser un primo. Nos quedamos con el 3, pero tachamos todos
los multiplos superiores de 3, de modo que 9, 15,21, ... ahora estan eliminados (los
multiplos pares habiendo sido eliminado en el paso anterior). El minimo entero
después de 3 que atin no ha sido eliminado es 5. No es divisible por 2 0 3 - de lo
contrario hubiera sido tachado - por eso, también es primo. Todos multiplos ade-
cuadas de 5 siendo niimeros compuestos, a continuacién eliminamos 10, 15,20, . ..
(uno de estos, por supuesto, ya eliminados), mientras mantenemos 5 si mismo.
El primer entero sobreviviente 7 es primo, como no es divisible por 2, 3, o 5, los
unicos primos que lo preceden. Después de eliminar los multiplos adecuadas de 7,
el primo més grande menor que v/10, todos los niimeros compuestos en la sucesién
2,3,4,...,100 han caido por la criba. Los enteros positivos que quedan, esto
es, 2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79, 83,89, 97,
son todos los primos menor que 100.

El table siguiente representa el resultado de la criba completa.
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2 3 4 5 & 7 8 § MW
11 X 13 M N M 17 I 19 20
20 022 23 24 28 26 2W 2 29 3Q
31 32 33 34 3% 36 37 38 30 #Q
41 A2 43 M AR A6 47 AR A BQ
5L B2 53 B4 BR BHE BY B] 59 BQ
61 B2 B3 B4 B B6 67 B B TQ
71 R T3 M TR TR T M 79 8Q
Bl 82 83 B4 85 86 8 88 89 W
91 92 Y B 9L V6 97 B] B 16Q

En este punto, al lector se le debe haber ocurrido una pregunta obvia. ;Hay un
numero primo mas grande, o continuan los primos para siempre? Se encuentra la
respuesta en una demostracion notablemente simple por Euclides en el Libro IX de
sus Flementos. El argumento de Euclides es universalmente considerado como un
modelo de elegancia matematica. En términos generales, dice asi: dado cualquier
lista finita de ntimeros primos, siempre se puede hallar un primo que no es en la
lista; entonces, el nimero de primos es infinito. Los detalles reales aparecen a
continuacion.

Teorema 3.4. Euclides. Hay un nimero infinito de primos.

Demostracion: La demostracion de Euclides es por contradiccion. Sean p; = 2,
py =3, p3 =5, ps = 7,... los primos en orden creciente, y supone que hay un
ultimo primo, llamado p,. Ahora consideramos el entero positivo

P=ppy---pnt1

Como P > 1, podemos poner el Teorema 3.2 a trabajar otra vez y concluir que P
es divisible por algin primo p. Pero py,ps,...p, son los Gnicos niimeros primos,
de modo que p debe igualar a uno de los pq, po, ..., p,. Al combinar la relacion de
divisibilidad p|p1ps - - - p, con p| P, llegamos a p|P — p1ps - - - p,, 0, equivalentemente,
p|1. El tnico divisor positivo del entero 1 es el 1 mismo y, como p > 1, surge una
contradiccién. Por lo tanto, ninguna lista finita de primos es completa, y entonces
el numero de primos es infinito.

Para un primo p, definimos p# como el producto de todos los primos menor o
igual que p. Nimeros de la forma p* +1 podrian denominarse nimeros euclidianos,
como aparecen en el esquema de Euclides para demostrar la infinitud de los primos.
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Es interesante notar que en formar estos enteros, los primeros cinco, a saber,
2 +1=2+1=3
3#41=2.3+1=7
5 +1=2-3-54+1=31
" +1=2-3-5-7T+1=211
11#+1=2-3-5-7-11+ 1= 2311
todos son numeros primos. Sin embargo,
13# +1 =159 - 509
17% +1=19-97- 277
19% + 1 = 347 - 27953
no son primos. Una pregunta sin respuesta es que si hay infinitos primos p tales
que p” + 1 también es primo. De hecho, ;hay infinitos compuestos p* + 17

En la actualidad, se han identificado 22 primos de la forma p* + 1. Los
primeros corresponden a los valores p = 2,3,5,7,11,31,379,1019, 1021, 2657, 3229.
El vigésimo segundo ocurre cuando p = 392113 y consiste en 169966 digitos. Fue
encontrado en 2001.

El teorema de Euclides es demasiado importante para que estemos contentos
con una sola demostracion. Aqui hay una variacién en el razonamiento: Formar
la sucesion infinita de enteros positivos

ny = 2
Ng = N1 + 1
ng = NNy + 1

Ny = NiNong + 1

ng =ning -+ np_1 +1

Como cada n, > 1, cada de estos enteros es divisible por un primo. Pero no
dos ny pueden tener el mismo divisor primo. Para verlo, sea d = mecd(n;,ng) y
supongamos que ¢ < k. Entonces d divide a n; y entonces debe dividir a ning - - -
ng—1. Como d|ng, el Teorema 2.2 nos dice que d|ny —ning - --ni_1. La implicacién
es que d = 1, de modo que los enteros ny (k= 1,2,...) son coprimos en pares. El
punto que deseamos dejar claro es que hay tantos primos distintos como enteros
ny, es decir, infinitos.

Sea p, denotar el enésima de los nimeros primos en su orden natural. La
demostracion de Euclides muestra que la expresién pips - - - p, + 1 es divisible



TEORIA ELEMENTAL DE NUMEROS 5

por por lo menos un primo, Si hay varios tales divisores primos, entonces p, 1 no
puede exceder el mas pequeno de estos, de modo que p,1 < pips - - - pp + 1 para
n > 1. Otra manera de decir la misma cosa es que

Dn <pip2- - Pn-1+1 n > 2

Con una ligera modificacion del razonamiento de Euclides, se puede mejorar esta
desigualdad para obtener

Pn<pip2---Po1—1  n=3
Por ejemplo, cuando n = 5, nos dice que

MM=p;<2-3-5-7T—1=209
Podemos ver que la estimacién es bastante extravagante. Una limitacion méas
estricta en el tamano de p,, esta dado por la Desigualdad de Bonse, que declara
que

Ph < Ppip2- - Pooi n=5

Esta desigualdad produce p? < 210, o p; < 14. Una estimacién de tamano algo
mejor para p; proviene de la desigualdad

Pon SP2p3--Pn—2 n=3

Aqui obtenemos
Ps <pe <pap3s—2=3-5-2=13
Para aproximar el tamano de p,, de estas formulas, es necesario saber los val-
ores de p1,po,...,pp_1. Para una cota en que no se entran los primos anteriores,
tenemos el siguiente teorema.

. ;. ’ . n—1
Teorema 3.5. Si p, es el enésimo nimero primo, entonces p, < 22" .

Demostracion: Procederemos por induccién en n, como la desigualdad afirmada
claramente es cierta cuando n = 1. Como hipétesis de induccion, suponemos que
n > 1y que el resultado es cierto para todos los enteros hasta n. Entonces

P+l SP1p2---Pnt+1
< 2 . 22 « e 22”71 + 1 — 21+2+22++2n71 + 1
Recordando la identidad 1+ 2 + 2% +--- +2""1 = 2" — 1, obtenemos

Sin embargo, 1 < 22"~! para todo n, y entonces
g y
P <2771 427!
_ 2 ] 22n_1 _ 22n

que completa el paso de induccién, y el argumento.

Hay un corolario al Teorema 3.5 que es de interés.
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Corolario. Para n > 1, hay por lo menos n + 1 primos menor que 22".

Demostracion: Del teorema, sabemos que todos p1, ps, ..., Pre1 SON menor que
22"

Podemos hacer considerablemente mejor de lo que se indica el Teorema 3.5. En
1845, Joseph Bertrand conjeturé que los niimeros primos son bien distribuidos en
el sentido que siempre hay por lo menos un primo entre n > 2 y 2n. No podia
establecer su conjetura, pero lo verificé para todo n < 3.000.000. (Una manera
de lograr esto es considerar una sucesion de primos 3, 5, 7, 13, 23, 43, 83, 163,
317, 631, 1259, 2503, 5003, 9973, 19937, 39869, 79699, 159839, ... cada uno de los
cuales es menor que dos veces el anterior.) Como requiere un verdadero esfuerzo
para fundamentar esta conjetura famosa, contentémonos con decir que la primer
demostracion fue realizado por el matemaético ruso P. L. Tchebycheff en 1852.
Concediendo el resultado, no es dificil mostrar que

P < 2" n>2
y como consecuencia directa, p,.1 < 2p, para n > 2. En particular,
1T <ps<2-pys=14

Para ver que p, < 2", arguamos por induccién en n. Claramente, p, = 3 < 22,
de modo que la desigualdad aqui estd cierta. Ahora supongamos que la desigualdad
mantiene para un entero n, de donde p,, < 2". Al invocar la conjetura de Bertrand,
existe un numero primo que satisface 2" < p < 2"*!; es decir, p, < p. Esto
inmediatamente conduce a la conclusién que p,y1 < p < 2"*1, que completa la
induccion y la demostracion.

Los primos de forma especial han sido de constante interés. Entre estos, los
primos repunidades son sobresalientes por su simplicidad. Una repituno es en
entero escrito (en notacion decimal) como una cadena de 1s, como 11, 111, o 1111.
Cada tal entero debe tener la forma (10" — 1)/9. Utilizamos el simbolo R,, para
denotar la repituno que consiste en n 1s consecutivos. Una caracteristica peculiar
de estos niimeros es la aparente escasez de primos entre ellos. Hasta ahora, solo
Ry, Rig, Ra3, Rs17, Rio31, Ragos1, Fgeass, 109207, ¥ Ra70343 han sido identificado
como primos (el ultimo en 2007). Se sabe que los tinicos primos repitunos posibles
R, para todo n < 49000 son los nueve nimeros indicados. No se han conjeturado
sobre la existencia de otros. Para que una repituno R, sea primo, el subindice
debe ser primo; que esto no es una condicion suficiente estd demostrado por

Rs; = 11111 =41 -271 R; = 1111111 = 239 - 4649

PROBLEMAS 3.2

1. Determinar si el entero 701 es primo probando todos los primos p < 4/701 como
divisores posibles. Hacer lo mismo para el entero 1009.
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2. Empleando la criba de Eratéstenes, obtener todos los primos entre 100 y 200.

3. Dado que p 1 n para todos los primos p < /n, demostrar que n > 1 0 es un
primo o es producto de dos primos.
[Consejo: Suponer lo contrario que n contiene por lo menos tres factores primos. |

4. Establecer los siguientes hechos:
a) /p es irracional para cualquier primo p.
b) Si a es un entero positivo y /a es racional, entonces {/a debe ser un entero.
c) Para n > 2, {/n es irracional.
[Consejo: Utilizar el hecho que 2™ > n.]

5. Demostrar que cualquier entero compuesto de tres digitos debe tener un factor
primo menor o igual que 31.

6. Completar los detalles que faltan en esta boceta de una demostracion de la
infinitud de primos: Supongamos que hay solo finitos primos, digamos p1, ps, . - . , Pn.
Sea A el producto de cualquier r de estos primos y poner B = pipy - - - p,/A.
Entonces cada py, divide a 0 A o B, pero no ambos. Como A+ B > 1, A+ B
tiene un divisor primo distinto de cualquier de los pg, que es una contradiccion.

7. Modificar la demostracién de Euclides suponiendo la existencia de un primo
mas grande p y utilizando el entero N = p! + 1 para llegar a una contradiccién.

8. Dar otra demostracion de la infinitud de los primos suponiendo que solo hay
finitos primos, digamos pq, ps, ..., p, y utilizando el siguiente entero para llegar
a una contradiccion:

N =pops---pp+D01p3- D+ +D1D. - Pn1

9. a) Demostrar que si n > 2, entonces existe un primo p que satisface n < p < nl.
[Consejo: Si n! — 1 no es primo, entonces se tiene un divisor primo p; y p < n
implica p|n!, que conduce a una contradiccion.]

b) Para n > 1, demostrar que cada divisor primo de n!+ 1 es un entero mayor
que n.

10. Sea g, el minimo primo que es estrictamente mayor que P, = p1ps - - - p, + 1.
Se ha conjeturado que la diferencia ¢, — (p1p2 -+ pn) siempre es primo. Confirmar
esto para los primero cinco valores de n.

11. Si p, denota el enésima ntimero primo, poner d,, = p,+1 — pn. Una pregunta
abierta es si la ecuacién tiene infinitas soluciones. Dar cinco soluciones.

12. Suponiendo que p,, es el enésima nimero primo, establecer cada uno de los
siguientes declaraciones.
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a) p, > 2n — 1 paran > 5.
b) Ninguno de los enteros P, = pips - - - p, + 1 es un cuadrado perfector.
[Consejo: Todo P, es de la forma 4k + 3 para n > 1.]

c¢) La suma

1 1 1
D1 D2 Pn
nunca es entero.

13. Para los repitunos R,, verificar los siguientes afirmaciones:
a) Si n|m, entonces R, |R,,.
[Consejo: Si m = kn, considerar la identidad

g™ — 1= (2" = 1)@ Im g g*Dm 41

b) Si d|R,, y d|R,,, entonces dgn + m.
[Consejo: Demostrar que Ry, = R,10™ + R,,.]
¢) Simed(n,m) = 1, entonces med(R,,, R,,) = 1.

14. Utilizar el problema anterior para obtener los factors primos de la repituno
Ryp.



