TEORIA ELEMENTAL DE NUMEROS

DAVID M. BURTON, TRADUCIDO POR PAUL A. LOOMIS

2.4 El Algoritmo de Euclides

Se puede hallar el maximo comun divisor de dos enteros alistando todos sus
divisores positivos y eligiendo el mayor comin a los dos; pero esto es engorroso
para numeros grandes. En el séptimo libro de los Elementos se da un proceso mas
eficaz, involucrando la aplicacién repetida del Algoritmo de Divisién. Aunque hay
evidencia historica de que este método es anterior a Euclides, hoy se le conoce
como el Algoritmo de Euclides.

El Algoritmos de Euclides se puede describirse de la siguiente manera: Sean
a y b dos enteros cuyo maximo comin divisor es deseado. Como mcd(|al, |b]) =
med(a,b), no hay nada de malo en suponer que a > b > 0. El primer paso es
aplicar el algoritmo de divisién a a y b y obtener

a=qb+rcon0<r <b

Si pasa que r; = 0 entonces bla y med(a,b) = b. Cuando r; # 0, divide b por rq
para producer enteros ¢y v 72 tales que

b=qori + 19 con 0 <1y <1y
Si r9 = 0, entonces paramos; si no, procedemos como antes para obtener
r1 =qsro+1rz3con 0 < rg<ry

Este proceso de division continua hasta que un resto de cero aparece; digamos
al paso n + 1 en donde 7,_; es dividido por 7, (un resto de cero ocurre tarde o
temprano porque la sucesion decreciente b > ry > ro > --- > 0 no puede contener
mas que b enteros).

El resultado es el siguiente sistema de ecuaciones:

a:qlb—l—'r’l O<ri<b
b= qar1 +12 O0<ry<mr
Tl = q3r2 + T3 0<rs <y
Tpn—2 = Qnrn—1+rn 0< Tn < Tp-1

Tn-1 = Qnit17n + 0
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Argumentamos que 7, el tltimo resto no cero que aparece de esta manera, es igual
a mecd(a,b). Nuestra demostracion esta basada en el lema siguiente.

Lema. Si a = bg + r, entonces med(a,b) = med(b, 7).

Demostracién: Si d —mcd(a,b), entonces las relaciones d|a y d|b juntos implican
que d|(a — gb), o d|r. Por lo tanto, d es un divisor comtn de b y r. Por otro lado,
si ¢ es un divisor comun arbitrario de b y r, entonces c|(¢gb + ), y entonces c|a.
Esto convierte al ¢ un divisor comtn de a y b, de modo que ¢ < d. Ahora resulta
de la definicién de med(a, b) que d = med(b, ).

Utilizando el resultado del lema, simplemente trabajamos el sistema de ecua-
ciones mostrado, obteniendo

mcd(a, b) = med(b,ry) = - -+ = med(ry,—1,7,) = med(r,,0) =7,

como se afirma.

Teorema 2.3 afirma que mcd(a,b) se puede expresar en la forma ax + by, pero
la demostracion de este teorema no da ninguna pista sobre cémo determinar los
enteros x e y. Para esto, recurrimos al Algoritmo de Euclides. Empezando con la
penultima ecuacién que surge del algoritmo, escribimos

Tn = Tn—2 — qnTpn—1

Ahora resuelve la ecuacion anterior para r,_; y sustituye para obtener

T'n = Tpn—2 — Qn(rn—S - Qn—lrn—Q)
— (1 + QnQn—l)rn—2 + <_Qn>rn—3
Esto representa r, como una combinacion lineal de r,_o y r,_3. Continuando
hacia atrds a través del sistema de ecuaciones, eliminamos sucesivamente los restos

Tn—1,Tn—2,--.,T2, 71 hasta llegar a una etapa donde r, = med(a, b) se expresa como
combinacion lineal de a y b.

Ejemplo 2.3. Veamos como funciona el Algoritmo de Euclides en un caso concreto
calculando, digamos, med(12378,3054). Las aplicaciones apropiadas del Algoritmo
de Divisién producen las ecuaciones

12378 =4 - 3054 + 162

3054 = 18 - 162 + 138
162 =1-138+24
138 =5-24+18
24=1-184+6
18=3-6+0
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Nuestra discusion anterior nos dice que el 1ltimo resto no cero que aparece en estas
ecuaciones, es decir el entero 6, es el maximo comun divisor de 12378 y 3054:

6 = mcd (12378, 3054)

Para representar 6 como combinacién lineal de los enteros 12378 y 3054, em-
pezamos con la penultima de las ecuaciones mostradas y eliminamos sucesivamente
los restos 18, 24, 138, y 162:

6=24—18
=24 = (138 — 5 24)
=6-24— 138
— 6(162 — 138) — 138
—=6-162— 7138
=6-162 — 7(3054 — 18 - 162)
= 132162 — 7- 3054
= 132(12378 — 4 - 3054) — 7 - 3054
— 132 - 12378 + (—535)3054

Entonces tenemos
6 = mcd(12378,3054) = 12378z + 3054y

en donde x = 132 e y = —535. Nota que esto no es el inico modo de expresar
el entero 6 como combinacion lineal de 12378 y 3054; entre otras posibilidades,
podriamos sumar y restar 3054 - 12378 para obtener

6 = (132 4 3054)12378 + (—535 — 12378)3054
= 3186 - 12378 + (—12913)3054

El matemaético francés Gabriel Lamé (1795-1870) demostré que el niimero de pasos
requeridos en el Algoritmo de Euclides es como maximo cinco veces el nimero de
digitos en el entero menor. En Ejemplo 2.3, por ejemplo, el entero menor (es decir,
3054) tiene cuatro digitos, de modo que el nimero total de divisiones no puede
ser mayor que 20; en realidad solo se necesitaban seis divisiones. Otra observacion
de interés es que para cada n > 0, es posible hallar enteros a, y b, tales que se
necesiten exactamente n divisiones para computar mcd(a,, b,) por el Algoritmo
de Euclides. Demostraremos este hecho en Capitulo 14.

Es necesario un comentario mas. El niimero de pasos en el Algoritmo de Euclides
se puede reducir a menudo seleccionando restos 141 tal que |rp41| < r1/2, es decir,
trabajando con minimos restos absolutos en las divisiones. Entonces, repitiendo el
Ejemplo 2.3, es mas eficaz escribir
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12378 =4 - 2054 + 162
3054 =19-162 — 24
162=7-24—-6
24 =(—4)(—=6)+0
Como mostrado por este conjunto de ecuaciones, este schema es apto producir
el negativo del valor del méximo comin divisor de dos enteros (el ultimo resto no

cero siendo —6) en lugar el maximo comun divisor si mismo.
Una consecuencia importante el Algoritmo de Euclides es el siguiente teorema:

Teorema 2.7. Si k > 0, entonces mced(ka, kb) = kmed(a, b).

Demostracion: Si cada una de las ecuaciones que aparecen en el Algoritmo de
Euclides por a y b (ver pdgina 1) es multiplicado por k, obtenemos

ak = q1(bk) + rk 0 < rk < bk
bk = QQ(le?) + Tgk' 0< TQ]{? < 7”1]6
Tnok = qn(rn_1k) + rnk 0<rpk <rpik

Tno1k = @ui1(rnk) + 0

Pero esto es claramente el Algoritmo de Euclides aplicado a los enteros ak y bk,
de modo que su maximo comun divisor es el iltimo resto no cero r, K; es decir,

mcd(ka, kb) = r,k = kmcd(a, b)
como afirmado en el teorema.

Corolario. Por cualquier entero k # 0, med(ka, kb) = |k|lmcd(a, b).

Demostracion: Es suficiente considerar el caso en que k£ < 0. Entonces —k =
|k| > 0y, por Teorema 2.7,

med(ak, bk) = med(—ak, —bk)
= mcd(alkl, b|k]|)
= |k|mcd(a, b)

Una demostracion alternativa del Teorema 2.7 corre muy rapidamente como
sigue: mcd(ak, bk) es el minimo entero positivo de la forma (ak)x + (bk)y, lo cual
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es, en torno, igual a k veces el minimo entero positivo de la forma ax + by; el
ultimo valor iguala a kmed(a, b).
A modo de ilustracién de la Teorema 2.7, veamos que

med(12,30) = 3med(4,10) = 3 - 2med(2,5) =6-1=16

Hay un concepto paralelo al del méximo comun divisor de dos enteros, cono-
cido como el minimo comin multiple; pero no tendremos muchas ocasiones de
aprovecharlo. Un entero ¢ es un multiple comin de dos enteros no cero a y b siem-
pre que a|b y alc. Evidentemente, cero es un multiple comtn de a y b. Para ver
que existen multiples comunes que no son triviales, notamos que los productos ab
y —(ab) son multiples comunes de a y b, y uno es positivo. Por el Principio del
Buen Orden, el conjunto de enteros positivos de a y b debe contener a un elemento
minimo; lo llamamos el minimo comun multiple de a y .

Para que conste, aqui esta la definicion oficial.

Definicién 2.4. El minimo comin multiple de dos enteros no cero a y b, denotado
por mem(a, b), es el entero positivo que satisface lo siguiente:

a) alm y blm.

b) Si alc y ble, con ¢ > 0, entonces m < c.

Como ejemplo, los multiples comunes positivos de los enteros —12 y 30 son
60, 120, 180, . . .; por lo tanto, mem(—12,30) = 60.

La siguiente observacion se desprende claramente de nuestra discusion: dado
enteros no cero a y b, mem(a, b) siempre existe y lem(a, b) < |ab|.

Nos falta una relacién entre las ideas de méaximo comun divisor y minimo comun
multiple. Este vacio se llena con el Teorema 2.8.

Teorema 2.8. Para los enteros positivos a y b
med(a, b)mem(a, b) = ab

Demostracién: Para empezar, pon d = mcd(a,b) y escribe a = dr, b = ds para
enteros r y s. Si m = ab/d, entonces m = as = rb, cuyo efecto es hacer m un
divisor comun (y positivo) de a y b.

Ahora sea r cualquier entero positivo que es un multiple positivo de a y b;
digamos ¢ = au = bv. Como sabemos, existen enteros x e y tales que d = ax + by.
En consecuencia,

c cd clar+by) c c
m  ab ab b a
Esta ecuacién afirma que m|c, permitiéndonos concluir que m < ¢. Por lo tanto,
de acuerdo con la Definicién 2.4, m = mem(a, b); es decir,
ab ab

mem(a, b) = — =

d  mcd(a,b)
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que es lo que empezamos a demostrar.
La Teorema 2.8 tiene un corolario que merece una mencion aparte.

Corolario. Para cualquier eleccién de enteros positivos a y b, mem(a, b) = ab si
y solo si med(a,b) = 1.

Quizas la principal virtud de la Teorema 2.8 es que se hace el calculo del minimo
comun multiple de dos enteros dependiente del valor de su maximo comun divisor
- que, a su vez, se puede calcular a partir del Algoritmo de Euclides. Cuando
consideramos los enteros positivos 3054 y 12378, por ejemplo, encontramos que
med (3054, 12378) = 6; entonces

3054 - 12378
mem (3054, 12378) = = = 6300402

Antes de pasar a otros asuntos, observemos que la nociéon de maximo comun
divisor se puede extender a méas que dos enteros en una forma obvia. En el caso
de tres enteros, a, b, ¢, no todos cero, med(a, b, ¢) se define como el entero positivo
d con las siguientes propiedades:

a) d es un divisor de cada uno de a, b, ¢
b) Si e divide los enteros a, b, ¢, entonces ¢ < d.

Citamos dos ejemplos:
med(39,42,54) = 3 y med(49,210,350) =7

Se advierte al lector que es posible que tres enteros sean coprimos como un triple
(es decir, med(a, b, c) = 1), pero no coprimos en pares, como se muestra con los
enteros 6, 10, y 15.

PROBLEMAS 2.4
1. Hallar med(143,227), med(306,657), y med (272, 1479).

2. Utilizar el Algoritmo de Euclides para obtener enteros x e y satisfaciendo lo
siguiente:
a) med(56,72) = 56z + 72y.
b) med(24, 138) = 24x + 138y.
¢) med(119,272) = 119z + 272y.
d) med(1769,2378) = 1769z + 2378y.

3. Demostrar que si d es un divisor comun de a y b, entonces d = med(a,b) siy
solo si med(a/d,b/d) = 1.

[Consejo: Utilizar la Teorema 2.7.]

4. Suponiendo que med(a,b) = 1, demostrar lo siguiente:
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a) med(a+b,a—b) =10 2.

[Consejo: Sea d = med(a + b,a — b) y demostrar que d|2a, d|2b, y por lo tanto
que d < med(2a, 2b) = 2med(a, b).]

b) med(2a + b,a +2b) =1 o 3.

c) med(a + b,a®> +b%) =10 2.

[Consejo: a? + b* = (a + b)(a — b) + 20°.]

d) med(a + b,a—b) =10 2.

[Consejo: a* — ab+ b* = (a + b)* — 3ab.]

5. Para n > 1 y enteros positivos a y b, demostrar lo siguiente:
a) Si med(a,b) = 1, entonces med(a”, b") = 1.
[Consejo: Ver Problema 20a), Seccién 2.2.]
b) La relacién a™|b™ implica que alb.
[Consejo: Poner d = med(a, b) y escribir a = rd, b = sd, en donde med(r, s) = 1.
Por parte a), med(r™, s™) = 1. Demostrar que r = 1, y entonces a = d.]

6. Demostrar que si med(a,b) = 1, entonces med(a + b, ab) = 1.

7. Para enteros no cero a y b, verificar que las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

a) alb.

b) med(a, b) = |al.

¢) mem(a, b) = [b].

8. Hallar lem(143,227), lem(306, 657), y lem(272, 1479).

9. Demostrar que el maximo comun divisor de dos enteros positivos divide a su
minimo comun multiple.

10. Dado enteros no cero a y b, establecer los siguientes hechos relativos al
mem(a, b):
a) mecd(a,b) = mem(a,b) siy solo si a = £b.
b) Si k > 0, entonces mem(ka, kb) = kmem(a, b).
¢) Si m es un multiple comin de a y b, entonces mem(a, b)|m.
[Consejo: Poner t = mem(a, b) y utilizar el Algoritmo de Divisién para escribir
m = qt +r, en donde 0 < r < t. Demostrar que m es un multiple comtn de a

y b]

11. Sean a, b, ¢ enteros, no hay dos de los cuales son cero, y d = med(a, b, ¢).
Demostrar que

d = med(med(a, b), ¢) = med(a, med(b, ¢)) = med(med(a, ¢), b)
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12. Hallar enteros x,y, z satisfaciendo
med (198,288, 512) = 198z + 288y + 5122

[Consejo: Poner d = med(198,228). Como med(198,288,512) = med(d, 512),
primero hallar enteros u y v tales que med(d, 512) = du + 512v.]



